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Abstract,A new method to construct evolution operators for linear integrodifferential problems of 
parabolic type is given. Also an abstract generalization of the case of nonhomogeneous boundary 
conditions is treated. This construction is then used to prove a result of convergence to a steady state, 


for the same type of problem. 


Riassunto. Viene presentato un nuovo metodo di costruzione di operatori di evoluzione per problemi 
integrodifferenziali di tipo parabolico. E' trattata anche una generalizzazione astratta del caso di condizioni 
al contorno non omogenee. Questa costruzione è poi impiegata per provare in risultato di convergenza a 
uno stato stazionario, per lo stesso tipo di problema. 


Scopo di questo seminario è dare alcuni risultati relativi a problemi misti di tipo 
parabolico per equazioni integrodifferenziali. Più precisamente; considereremo il 
problema della costruzione di operatori di evoluzione per equazioni 
integrodifferenziali di tipo Volterra che forniscano formule di rappresentazione delle 
soluzioni anche nel caso di condizioni al contorno non omogenee. Perchè i risultati 
siano applicabili anche allo studio di equazioni quasi lineari, lavoreremo con 
operatori che dipendono dal tempo in forma solo halderiana e non differenziabile. Per 
lavori su argomenti simili (ma con condizioni di derivabilità rispetto al tempo dei 
coefficienti e con condizioni al contorno omogenee) si veda [AT] and [PR]; citiamo 
anche due recenti lavori di Garrone, Solonnikov, Vivaldi [GSV1,2] in cui vengono 
trattate equazioni non lineari (ma trattate mediante linearizzazione) del secondo 
ordine in spazi di funzioni hòlderiane. 

Per semplicità noi considereremo una sola condizione al contorno, anche se il metodo 
presentato è estendibile al caso di un numero qualunque di condizioni (vedi [GU2]).I 
risultati presentati si possono considerare estensioni di risultati precedenti in cui si 
consideravano soltanto equazioni di tipo differenziale(vedi [GU1]). Per giustificare le 
ipotesi astratte che faremo, partiamo da un caso concreto; sia Q un aperto limitato 
con la frontiera di classe C2 in R?, per t e [0, T], A(t,x,0y) un operatore 


propriamente ellittico del secondo ordine, a coefficienti uniformemente continui e 


limitati su Q; sia poi, per (t,s) € Ar := ((t8) e R210<s<t< T} C(t,s, x,0,) un 


operatore di ordine minore o uguale a 2 sempre a coefficienti uniformemente continui 
e limitati su Q; supponendo che i coefficienti di A(t,x,0,) siano almeno continui in 
(t,x) su [0, T]x Qei coefficienti di C(t,s, x,0x) siano almeno continui in (t,s,x) su 


AT x Q, consideriamo, per s € [0, TI, l'equazione 


t 
(1) du(t,x) = A(t,x,0,)u(t,x) + j C(t,T,x,0x)u(T,x) dt +f(t,x), S<t<T" 
Ss 
ove f è un'assegnata funzione su [s, T] x Q.. A (1) associamo un'opportuna condizione 
al contorno, nel seguente modo: sia, per t e [0, T], B(t,x,d,) un operatore del primo 
ordine su con coefficienti almeno continui in (t,x), con derivate continue rispetto 
alle variabili x, per (t,5) € AT D(t,s,x,0,) un operatore di ordine al più uno, con i 


coefficienti continui in (t,5,x) € AT x Q dotati di derivate parziali continue rispetto a 
x nelle variabili (t,s,x).Sia y l'operatore di traccia su 02. Associamo a (1) la 


condizione al contorno 
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L 
(2) YB(t,.,0,)u(t,.) + Î D(t,7,.,0,)u(1,.) dî - g(t,.))=0 


Ss 


Supporremo che per ogni t e [0, T], l'operatore ellittico A(t,x,0,) con la condizione al 
contorno YB(t,.,0,) costituisca un problema ellittico regolare nel seguente senso: 
consideriamo il problema dipendente dal parametro À. 


(3) 2u-A(tx,d)u=f, YB(t,.,0y)u-g)=0 


con fe LP(Q), ge WLP(Q), per un fissato p e ]1, +ce[.Supporremo che esistano R 
> 0, C>Q tali che per ogni Xe C, con li |> C, e con ReX 2 0 il problema (3) abbia 
un'unica soluzione u e W2:P(Q) per ogni fe LP(O) e per ogni g € W1P(Q). Inoltre, 


(A) 1A Mtullop + Hallo p < CLIO, p + iglli p+ A! Iigliop] - 


La condizione (4) è soddisfatta in molti in molti casi interessanti . Condizioni 
sufficienti che la implicano sono state date da Agmon (vedi [AG] ). Nel lavoro [TE] 
B. Terreni ha inoltre provato che, se vale (4), vale anche (eventualmente modificando 


C) la stima 


1-5 
6) DA Nullo + Ilulla p < CLIO p + gl p+ 2 lglisp], 


per ogni s e 0.3 [. Sia allora s € [0, 3 . 


Poniamo ora Eg:= LP(2), Ex:= WP(O), Ut) :E] + Eo, U(t)u = A(t,x,9y)u, 


C(t,8): E] > Eo, ©(t,5)u:= C(t,s,x,9,)u. Si ha E] E Ep. Sef e C([s, T]; Eq), posto 
come al solito u(t)(x):=u(t,x),(1) diventa allora 
L 
(6) du(1) = UMut) + | T(t,9) u(t) dr + f(1). 
$ 
Poniamo Ey := W1P(Q), F:= WSP(Q, per un certo s € (5 [, Fyi= Wwl+SP(Q).F, è 
uno spazio di tipo V:= Ds fra Eq ed E}, cioè, E, E Fy E Epedesiste C>0 tale che 


per ogni f e E) lIfllj:;p SC Ilfllg]-V IIfllj”. Poniamo allora B(t):= B(t,x, dx), O(1,5):= 
D(t,5,x,9y) . Allora, B(1) € & (E, EMoL (Fy, F). (5) diventa inoltre (indicate 
rispettivamente con Il.Ilg, Il.Il}, Il.Hly , Illy, I.Ilp le norme in Ego, E1, Eu sFy. F): 
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TC) DAI Iullo + Null < C (Iflg + ligli, + A! llglip ). 


Presa allora g e C([s, T]; Ey), riscriviamo la condizione (2) nella forma 


t 
(8) NB (Hut) + J D(t,T)u(1) dî - g(t)) = 0. 


Ss 


Riassumendo, vogliamo studiare un problema "astratto" del tipo 


t 
du(t) = U(tu(t) + J T(t,t) u(t) dt + f(t), 
a 
(0) NBMu(t)- | D(9u(1) dî - g(t)) =0, 
Ss 
u(s) = ug 
sotto le seguenti ipotesi: 


(h1) Eq ed E; sono spazi di Banach con E) E Ev (tutte le immersioni si supporranno 
d' ora in poi continue), U e C([0, T]; ® (E,Eo)), © e C(Ar; 3 (E,Eo)); 

(h2) Em F sono spazi di Banach con Eye F, Fy è uno spazio di tipo v (e ]0, 1[) fra 
Eq ed E}, 3 e C(0, T]; L (E, Ey)NY (FF), D e C(Ar; & (E), EN (FF); 
(h3)ye L (Ey Z) (con Z spazio di Banach); 


(h4) esistono R 20, C > 0 tali che per ognite [0, T], perogni X € €, con |A > R, Re 
X2 0, per ogni f e Eq, per ogni g e Ey il problema 


(10) Au - U(t)u = f, YB(t)u - g) = 0 
ha un'unica soluzione u e E) e 
(11) IA Ilullo + Ilullj < C [IIfllg + Ilgll, + DUI llglig. 


Queste sono le ipotesi base; ne avremo bisogno di qualche altra, ma prima di 
introdurre queste ulteriori ipotesi precisiamo a che genere di soluzione siamo 
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interessati; in primo luogo, in (9) considereremo solo il caso f e C([s, T]; Eo), g € 
C([s, T}; Ep). 


Una soluzione stretta di (9) sarà una funzione u € Cl([s, T]; Eo) N C([s, T]; E1), 


verificante (9). Osserviamo che per l'esistenza di una soluzione stretta è necessario 
che ug € E e che Y(B(s)up - g(5)) = 0. 


Una soluzione classica di (9) è una funzione u € clqs, T]; EN C(is, T]; E)N 
(i t 

C([s, T]; Eq), tale che per ogni t € ]s, T] gli integrali J B(t,7) u(1) dî, J D(t,7) u(T) 
Ss Ss 

dt esistono in senso generalizzato (come limiti, rispettivamente in Epein E di 


t t 
I Ct) u(1) dî, | (1,9) u(1) dt pere 0*). 


Ste STE 


Infine, una soluzione forte di (9) è una funzione u € C([s, T]; Eq), tale che esiste una 
successione (ux)xe qy in Cl([s, T]; E) C([s, T]; E3) convergente a u in C([s, T};Eo). 


e tale che Ilu'y(t) - U(t)ug(1) - j T(t,0) ug(1) dî - fl, IND (Mux(1) - ; D(t,T) ug(1) 
di - g(t)llz > 0 nai su [s, T]. 

Vale il seguente risultato: 

Teorema 1. Siano soddisfatte le ipotesi (h1)-(h4); supponiamo inoltre che 

(h5) © e CAO, TI; £ (E,E9)), © e CAAr; 2 (ELEo), B e CAO, TI; & (E, 
Ep)N® (Fv:P), D e CHAT; £ (E, ENEL (FyP), con B+v> 1 

(h6) esiste una successione (Pn)ne N in & (Eo, E1) tale che per ogni fe Eq 

IIPpf - fil > 0 (n+<), per ogni f e E; IlPpf - fl] > 0 +00). 


Sia se [0, TI. Se ug e Eq, fe C([s, T]; Eo), 8 € C([s, T]; Eu), (9) ha un'unica 
soluzione forte u su [s, T]; inoltre, se f e CE([s, T]; Eo) e ge CÉ([s, T]; EN 


C1-V+£([s, T]; F), la soluzione forte u è classica; se poi si ha anche ug e E € 


Y(B3(8)ug - g(s)) = 0, la soluzione forte è stretta. 


Applichiamo ora questo risultato al nostro problema di partenza; in questo caso Fy 


può essere un qualunque spazio W1+SP(Q) con 0 <s 3) e, in corrispondenza di s V = 


1l+5 _. 1+s ls . . 
> Fissato s, deve essereB>1-v=1- ‘9 "4°3- Evidentemente, conviene 


prendere s più grandepossibile; dunque, il risultato è applicabile se B >} (1 +) 


Consideriamo infine l'ipotesi (h6); dobbiamo costruire una successione di operatori 
(Pn)ne N in 8 (LP(Q), W2.P(Q)) tali che per ogni f e LP(Q) Pf - fllop ?0, per 


ogni fe W2-P(Q), Pf - fila p ?0. Sia P un operatore di prolungamento continuo 
da LP(Q) a LP(IR"), che porta W2:P(Q) in W2-P(]R?); l'esistenza di un operatore di 
questo tipo è conseguenza delle ipotesi di regolarità fatte su 00 (vedi [AD] ). Sia A 
l' operatore di Laplace definito su W?-P(]R), pensato come operatore non limitato in 
LP(IR"). A genera un semigruppo analitico in LP(]R"). Sia infine R l'operatore di 
restrizione da IR" a Q; poniamo P, : = Rn(n - A)! P. Tenuto conto che la parte di A 


in W2P(0Q) genera un semigruppo analitico in W2P(Q), è immediato verificare che la 
successione (Pn)ne x ha le proprietà volute. 


Torniamo ora al caso astratto generale; si può dimostrare che è possibile 
rappresentare la soluzione forte di (9) nella forma 


t t 
(12) u(t) = U(t,s)ug + J U(t,t)f(t) dt + J V(t, T)g(1) dî, 
8 Ss 


ove gli operatori di evoluzione U(t,s) e V(t,s) godono delle seguenti proprietà: 


Teorema 2. (I)U(t,s) è definito per (t,s) e Ara valori in £ (Eo) € (t,s,9) > U(t,9)f 


è continua da Ar xEo aEo; 


(II) l'applicazione (t,s) > U(t,s) è continua da Ag := {(t,s) e R210<s<t< T}a 
valori in &8 (E, E1); 


(III) se t =s, U(t,s) = U(s,5) = Io E 


(IV)per un certo C> 0 IU (1,9) e eg <C ((t,s) e AT ), IU(t,9)Il 0 (E,.E7) <Clt- sy}, 
((t,5) € AT); 


(V) Ve C(Ar,&8 (Eu E1)); 


(VI) esiste C > 0 tale che per ogni (t,s) e AT, per ogni g e E 
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IV@9Elo < digli + (1-9 liglip, IV(@,9gIl <CM-sYIigli, + (0 -s)V liglie ). 


Vogliamo anche dare una formula, che generalizzi la ben nota identità per gli 
operatori di evoluzione per equazioni differenziali U(t,0)U(0,s) = U(t,s); possiamo 
innanzi tutto dire che, data una qualunque soluzione stretta u su [s, T], con dati ug, f, 
g e date c e CR( Ar, L (E,.Eo)), d e CR Ar, L (E1.E, ), è possibile provare che 


esiste C > 0 tale che, per0<s<t<T,siha 


t t 
Il I c(t,t) u(1) dallo +ll f d(t,1) u(Tt) dal, < ClIluollo + IMlc(Is, TE) + IIgllc((s, T};Ey) î 
S s 

questa disuguaglianza dice che, per continuità, è possibile estendere gli integrali a 
ogni soluzione forte; data una soluzione forte u, indicheremo i i dgicit di questi 


integrali nel senso generalizzato precisato rispettivamente con (*)- i c(t,t) u(t) dt e 
Ss 


L 
con (*)- J d(t,t) u(t) dî. Si può allora provare che si ha, perO<s<o<t<T 
S 


L 
U(t,s) = U(t,0)U(0,5) + Um). fi B(1,p)U(p,s) dp)dt 
Ss 


o 


t o 
- INA(52) (*)- j D(AP)U(P:5) dp)dr. 
o s 

Vogliamo ora dare un risultato di convergenza (per t +e) a uno stato stazionario 
delle soluzioni; cominciamo dal caso semplice in cui in (9) A(1) = U, B(t) = DB per 
ogni t2 0, G(t,s)= ©, O(t,5) = S per ogni (t,s) € RZ, con0<s<t<+. In 


questo caso è naturale applicare la trasformata di Laplace, che porta al seguente 
problema dipendente da un parametro Ze C\{0}: 


(13) Au-@Uu-218u=f, XBu+2! Du- g)=0, 
confe Eo, ge. Ey. L'ipotesi naturale è la seguente 


(hee): esiste R > 0 tale che per ogni % € C\{0} con Re A. = 0, oppure IA < R, per ogni 
fe Eq, perognige E, il problema (13) ha un'unica soluzione R(A)f + N(A)g e E; 
inoltre gli operatori R(A ) e N(A) sono prolungabili analiticamente (pensanndo R e N 
come funzioni analitiche, rispettivamente a valori in ® (EE) e in ® (EE) a 0. 


Indichiamo con R(0) e N(0) i prolungamenti analitici in 0. Vediamo qualche 
esempio: in questi esempi avremo sempre Eq = LP(Q), con 1< p< +, ed E = 
W2P(Q). 


Esempio 1. Sia Eu = W2P(O), UA=A,6=0,B=I, ID =0; abbiamo il problema 
Au - Au = f, Y(u- g). 


Ovviamente in questo caso R(0)f è la soluzione con A = 0 e g = 0, mentre N(0)g la 
soluzione con A. =0 e f =0. 


Esempio 2. Sia E, = W2-P(Q), A = A-1, G=A4,8 =1, 9 =0; abbiamo il 
problema 


Xu - (A- Du - A1Au=f, Yu- g)=0. 


E' facile vedere che in questo caso R(0)f = 0, N(0)g è la soluzione di Au = 0, Y(u - g) 
=10; 


Esempio 4. Sia Ey = W1P(Q), U=A-1,6=A,B=M=estensionea Qdi = : 


abbiamo il problema Qu - (A - 1)u - X1Au=f, = +21 du - yg= 0. In questo caso, 
Vv 


si può vedere che R(0)f è la funzione vata J f dx, N(0)g è la funzione 
L3(9) 6 


costante pg ds. 


L3(Q) dQ 


Si può allora provare questo primo risultato: 


Lemma 1. Siano soddisfatte le ipotesi (h1)-(h5). con [0, T] sostituito da [0, +°0[ e 
AT da A:=((t,s)e RZ10<s<t} ;siginoltre U(M)=U, BM) =B perogni te 


[0, +o0[, G(t,s) ='G, M(t,5) = O perogni (t,5) e h. Supponiamo che sia 

soddisfatta (hee). Indichiamo con ‘u la soluzione forte su [s, +co[ (0 £ 5 < +00) di (9) 

con dati ug € Eq, f e C([s, +°[; Eo), g e C([s, +°el; Eu); sia inoltre Fe flm f(t) = 
doo 


f(co), E ,- lim g(t) = g(c°). Allora, Eg-lim u(t) = R(0)f(c°) + N(0)g(c0). 
H 1300 {oo 
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Il lemma 1 ha un aspetto non del tutto naturale: sia infatti u e Ej ; poniamo u(t):=ug 
per ogni t > s; allora u è la soluzione forte con dati uo, f, g, essendo 


f(t) = - Aug - (t- s)Guo, g(0)= Buo + (t -5) Duo. 


Si osservi che f e g non convergono. Il lemma 1 ammette tuttavia la seguente 


generalizzazione: 


El 


Lemma 2. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma 1; supponiamo però che esista 


e Ej tale che Eq-lim (f(t) +t © U)= f(c), Eu lim (g(t)-t Du) = g(e0). Allora, 
too ti>o00 


Lola u(t) = R(O)[f(°) - Gu] +N(0)[g(co) - Q ul. 


Si vede facilmente dal lemma 2 che per ogni u e Ej R(0)Uu = N(0) Du. 


Vogliamo ora generalizzare questo risultato; un primo passo è il seguente 


Lemma 3. Siano soddisfatte le ipotesi (h1)-(h3) e (h4) per ogni T e ]0, +°e[; siano 


poi soddisfatte (h5), con costanti di holderianità indipendenti da Te (h6); 
supponiamo che lim &(t) = U in ® (E.Eq), lim BOM=B in® (EE) C(t,5) 
tatoo {+00 


= 6, M(t,5) = S perogni (t,5) € A ; supponiamo infine che sia soddisfatta 


l'ipotesi (hoo); si hanno allora le stesse conclusioni del lemma 2. 


Resta da trattare il caso in cui ©(t,s) e 49 (t,s) non sono costanti; è pensabile che, se 
al tendere di t > +e, si ha (in qualche senso da precisare) la convergenza dei 
coefficienti a un problema indipendente da t per cui la convergenza a uno stato 
stazionario delle soluzioni sia verificata, anche questo caso possa essere trattato; è 
tuttavia necessaria qualche precauzione; si consideri infatti il seguente esempio: 
consideriamo il problema integrodifferenziale in C 


L 
14) u = - ult) +7 pula) de + f(0, u(0) = ug (€ €). 
0 


Si ha in tale caso ©(t,s) n (per 0<£s<t<+%0); perognis>0 lim S(t,8)=0; 
{+00 


consideriamo il problema "limite" 
(15) u'(t) =- u(t) + f(t), u(0) = ug. 


Si vede subito che le ipotesi del lemma 2 sono soddisfatte (ponendo, ad esempio, 
Eu=(0}). Si ha R(0)f = f per ogni f e C; dunque, se f(t) > f(c0) (t +00), ogni 
soluzione u di (15) tende a f(c0). Tuttavia, ad esempio, la soluzione di (14) per f(t) = 
leup=0èt+In(t+1), che non è neppure limitata; come è intuibile, ciò dipende dal 
fatto che, nonostante si abbia G(t,5) > 0 (ti +), non c'è una convergenza "di tipo 


t 
Lia, perchè J C(t,5) ds = mu + 1(t+ +). Vale, in effetti, il seguente risultato: 
0 


Teorema 3. Siano soddisfatte le ipotesi del lemma 3 con l'eccezione di ©(t,s)= © 
per ogni (t,s) e D(t,s)= O perogni (t,s); supponiamo invece che 


(k1) © e 49 sono uniformemente hdderiane di esponente Bin A, rispettivamente 
avalori in ® (EE) ein (E .Em)NRY (E; F); 


(K2) G(t,s)= © +I(t,5) con dim I(t,s) = I(s) in & (E, Eo) perogni s>0, 
—}+00 


+00 +00t00||I(5) - IMI VE E 
nEo) ci 
I Nole * JJ —— ge — ds dt < +00, 


| t t_:IIIt,5)- I1,0)-I()+I(O)II 2 (E).E0) 
Rai U It, 2 E,.EO ds pi l izglla 


ds do } 


(k3) (1,5) = O + J(t,5) fan Bra J(t,s) = J(s) in £ (E, E) (Ey, F) per ogni s 
+00 
20, 


+00 +00-+00 II(8) - III 5 (EE ) 
LEL)N® Fy. P) 
i NO ELE) E.) ds pe I i gv ds dt < 


+oo 


L 
dim dI I@,9)-I9I 6 (€89 ÎS 
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IT@9) - I69-1O + LELE 


tt 

+ ds do } = 0; 
J J ls - gi?v 
(k4) l'ipotesi (hee) è soddisfatta ( con Ù e 9 come nel lemma 3). 


Sia u la soluzione forte in [s, +co[, con dati ug € Eq. f e C([s, +oel; Eo), g € C([s, 
+00[; En) f(t) =-t Gvg+ fo +0(1), g()=t vo +80 +0(1) (t> +00) per qualche vo 
e E; . Allora 


(Iesistono(rispettivamente in Epein E,) 


L 00 t c0 
lim (#)- I) u(t) dî := ©] I(t) u(t) dt, lim (#) J J(t) u(1) dt := ©] J(1) 
f+00 È Pa to+0o0 S = 
u(t) dî; 


(II) esiste Be u(t) = {1+R(0)U - N(0)B}vo +R(0){fo + ©- [10 u(t) dî } 


s 


+00 
+N(0) (gas- (*)- [It u(1) dr); 
s 


Amse t ft) +tGvo è in CA[s,too[;Eo),t> g()-t Dvoe CE[s,teeGEy) N 


C1-V4€ ([s, T[;F) per qualche & > 0, la convergenza della soluzione è in E). 


Ci limitiamo a osservare che la convergenza richiesta di I(t,.) a I e di J(t,.) a J 
equivale alla convergenza nello spazio di Besov BI-MR*; & (E.Eo)) di It.) ale 


nello spazio di Besov B!Y(R*; 8 (Ej:En))0BY(R*: (FE) di JXt,.) a J, ove 


1%t,.) e 1%t,.) sono i prolungamenti con lo Odi I(t,.) e J(t,.) a tutto R*. 


Una semplice applicazione di questo risultato è che, ad esempio, se in (14) 


"u Le. SCR. za DPI 
sostituiamo a {{ nese con € > 0 arbitrario, si ha che, se f > f(ce) (t co), la 


soluzione u tende a f(ce). 
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